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ASUPRA ECHIVALENTEI UNOR ALGEBRE DE OPERATORI INTEGRALI CU
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In aceasta lucrare se demonstreazi ca unele algebre de operatori integrali sunt echivalente cu algebra generata de
operatorii integrali singulari cu coeficienti continui pe portiuni. Cu ajutorul echivalentei se defineste notiunea de simbol
pentru operatorii din algebrele abordate in aceasta lucrare, se stabileste ca conditiile noetheriene si indicele operatorilor
se exprima prin determinatul simbolurilor lor. in studiul algebrelor respective sunt folosite anumite rezultate ale mate-
maticienilor [.Gohberg si N.Krupnik.

Cuvinte-cheie: operator integral singular, operator noetherian, regularizare, simbol.

ON THE EQUIVALENCE OF SOME ALGEBRAS OF INTEGRAL OPERATORS
WITH SHIFT IN L, SPACES WITH WEIGHTS

This paper demonstrates that some integral operator algebras are equivalent to the algebra generated by singular
integral operators with piecewise continuous coefficients. With the help of equivalence, the notion of symbol is defined
for the operators in the algebras approached in this paper, it is established that the Noetherian conditions and the indices
of the operators are expressed by determinant of their symbols. In the study of the respective algebras certain results of
the mathematicians 1.Gohberg and N.Krupnik are used.

Keywords: singular integral operator, Noetherian operator, regularisation, symbol.

Introducere

Prin B (si B cu indici) vom nota spatiile Banach, iar prin L(B) vom nota algebra operatorilor liniari si mar-
giniti ce actioneaza in spatiul B.

Definitie. Doud algebre (subalgebre) Banach A [(c L(B ;) si A,(c L(B ,) le vom numi echivalente
dacd existd un operator inversabil Mel(B ,,B ,) astfel incit multimea operatorilor de forma
MAM ™ (AeA,) coincide cu algebra A .

Astfel, avand o algebrd A | echivalentd cu o algebrd A ,, atunci unele proprietati cunoscute pentru opera-
torii din algebra A , se extind si asupra operatorilor din algebra A ; . De exemplu, dacd se cunosc conditiile

de inversabilitate (la stdnga sau la dreapta) sau de rezolvabilitate normald a operatorilor din algebra A ,,
atunci facem concluziile respective de inversabilitate sau de rezolvabilitate normala si pentru operatorii din
algebra A, .

Daci algebra A, este o algebra cu simbol si simbolul operatorului MAM~*(A €A ;) are forma A(X),

atunci este firesc ca aceasti matrice A(X) si fie numiti simbol al operatorului A in algebra A 1 - Siinacest
caz va fi adevarata urmatoarea teorema.

Teorema. Operatorul A € A | este noetherian daca si numai daca

detA(X) # 0.
Daca aceasta conditie este verificatd, atunci
dimkerA = dimkerMAM ™!, dimkerA* = dimker(MAM~1)*,
iar indicele operatorului A se determina din formula
IndA = inddetA(X).

In aceasta lucrare in calitate de algebrd A , se considera algebra generata de operatorii integrali singulari
cu coeficienti continui pe portiuni, in care criteriile noetheriene si indicele se exprima prin simbolul operatori-
lor, definit in cunoscutele lucrari ale lui I.Gohberg si N.Krupnik (a se vedea [1-5], precum si bibliografia din
aceste lucrari). Cu ajutorul echivalentei algebrelor, in particular, se demonstreaza ca in algebra lui I.Gohberg
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si N.Krupnik (G.K) in calitate de pondere poate fi luata functia identica egala cu unu, ceea ce simplifica cu
mult definirea simbolului si exprimarea conditiilor noetheriene operatorilor.

1.Teorema ce reduce studiul operatorilor cu involutii la operatori fira involutii
Fie I' un contur orientat, inchis sau deschis de tip Lyapunov si a(t) o functie care in mod bijectiv transforma
conturul T' in el insusi. Operatorul de forma
A=al+bS+ (cl +dS)V, (1.2)
unde a(t), b(t), c(t) si d(t) sunt functii masurabile si marginite pe I, S este operatorul cu nucleu Cauchy

1 )
Sp)(©) =—[. T5dr, tEeT,

iar V este operatorul de translatie,
Ve)(®) = p(a(®),
care se numeste operator integral singular cu translatie.

Vom considera cazul in care V? = I, adica a(a(t)) = t. In plus, vom mai presupune ci functia a(t) posedi
derivata a'(t), care verifica conditiile lui Holder si a(t) nu este identic egala cu t.

Operatorul A 1l vom considera 1n spatiul L, (I, p) cu ponderea

p() = [Ti=ylt — ti|Px,
undety €I, 1<p <o si —1<pB, <p—1. Inaceste conditii operatorul A este [6] liniar si marginit in
spatiul Ly (T, p).

De obicei (a se vedea [7-9]), paralel cu operatorul A de forma (1.1) se considera si operatorul Ay, definit

in spatiul L5 (I, p) = L,(T', p) X L, (I, p) prim matricea
4 =| al + bS cl +dS (1.2)
v V(cl +dS)V V(al + bS)V '
Are loc urmatoarea egalitate

V(al + bS)V = al + €bS + K,
unde @(t) = a(a(t)), b(t) = b(a(r)), K este un operator compact, & = 1 (¢ = —1) dacd aplicatia a pastreaza
(schimba) orientarea conturului I". De aici rezulta ca operatorul Ay diferda de operatorul

5 a c b d

A= s ivlg G 18 (1.3)
doar cu un termen compact.

Operatorul Ay, este un operator integral singular (fird translatie), insi este cu coeficienti matriceali. Pentru
astfel de operatori cu coeficienti continui, sau continui pe portiuni, sunt cunoscute [1] conditiile necesare si
suficiente noetheriene. Aceste conditii se exprima prin simbolul operatorilor integrali singulari.

Teorema 1.1 (a se vedea /1)). Operatorul A, este noetherian in spatiul L% (', p) daca si numai daca sunt
verificate conditiile

det A, (p,t, 1) # 0, (1.4)
unde Ay (p, t, u) este simbolul operatorului Ay. Dacd conditiile (1.3) sunt indeplinite, atunci indicile opera-
torului A, se calculeazd din formula

IndA, = inddetA,(p,t,u), t€r, 0< u<1. (1.5)

Din lucrarile [7-9] se poate deduce urmatorul rezultat.

Teorema 1.2. Fie a(t), b(t), c(t) si d(t) functii continue pe I'. Operatorul A este noetherian in spatiul
L,(I', p) dacd si numai dacd aceasta proprietate o are operatorul Ay in spatiul L3(T, p). Dacd Ay este
noetherian, atunci

IndA = IndAy. (1.6)

Daca aplicatia « pastreaza orientarea conturului I, atunci afirmatiile teoremei (1.2) raman valabile si pentru
orice functii a(t), b(t), c(t) si d(t) masurabile si marginite. Aceasta rezulta (a se vedea [7]) din urmatoarele
tei afirmatii:

1. Are loc identitatea

I e el 2ol=2]l %7 2l
[ =villyyy vxviilly —v 0 X-YV ’
unde X, Y,V sunt orice operatori mirginiti care actioneaza intr-un spatiu Banach si V2 = [;

(1.7)
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2. Functia h(t) = a(t) — t nu se anuleaza pe conturul I';
3. Pentru operatorii X = al + bS, Y = cl +dS si H = (a(t) — t)I are loc egalitatea
X-YV)H=HX+YV)+K,
unde K este un operator compact.

Din afirmatiile 1)-3) de asemenea rezulta cd operatorul A este normal rezolvabil (sau noetherian) in
spatiul L, (I, p), dacd si numai daca operatorul Ay, este normal rezolvabil (sau noetherian) in spatiul Lf, (T, p).
Mai mentionam ca aceste rezultate raman valabile si in cazul in care coeficientii a(t), b(t), c(t) si d(t) sunt
matrice cu elemente de functii masurabile si marginite.

In cazul in care functia a: I' = I' schimbd orientarea conturului si coeficientii a(t), b(t), c(t) si d(t) sunt
continui, atunci teorema 2.1 rezulta din identitatea (1.6) si compacticitatea operatorului (X —YV)M —
M(X +YV),unde (Mp)(t) = (a(t) — t)p(t) +A(S@)(t), iar A este un numar complex ce verifica conditiile
a(t) —t + A # 0, conditii care asigura rezolvabilitatea normala a operatorului M.

Din identitatea (1.7) mai rezultd ci daci operatorul A, este noetherian, atunci operatorul A (cu orice
coeficienti masurabili si marginiti) de asemenea este noetherian, insa reciproca este in general falsa (a se
vedea [7]). Un rezultat similar pentru cazul conturului nemarginit a fost demonstrat in lucrarea [10].

Astfel, teorema 1.2 reduce studiul operatorului A cu translatie la studiul operatorului A, fira translatie.
Din aceasti teoremd si din conditiile noetheriene cunoscute pentru operatorul A, rezulti urmitoarea teorema.

Teorema 1.3. Fie conturul I inchis si a(t),b(t),c(t), d(t) functii continue pe I'. Operatorul A = al +
bS + (cI + dS)V este noetherian in spatiul L, (I', p) dacd si numai daca sunt indeplinite conditiile

A, (0) = (a(®) + b(®)) (@) + eb(®)) = (c(®) + d(1))(E(2) + ed(2)) # O, (18)
8, () = (a(®) = b(®)) (a(®) — eb(®)) — (c(t) — d(®))(E(t) — ed(£)) # 0. (L.9)

Daca aceste conditii sunt verificate, atunci

_ 1. A
IndA = 2 ind 50"

(1.10)

2. Ecuatii integrale singulare cu conjugare complexa
Teorema 1.2 poate fi aplicata si la stabilirea conditiilor noetheriene pentru ecuatiile integrale singulare
care contin functia necunoscuta sub semnul conjugarii complexe.
Consideram ecuatia integrala singulara
Ap = a(®)e(t) + b(D)(t) + c(t)(Se)(t) + d()(Se)(t) = f (1), (2.1)
unde a(t), b(t), c(t),d(t) € C(I'). Vom studia aceasta ecuatie in spatiul L,(I", p) de functii complexe peste
campul numerelor reale. In aceste conditii operatorul A devine liniar si marginit. Rolul operatorului V din schema
descrisd mai sus il va avea operatorul
Vo) (®) = ¢(t).
Cu ajutorul lui V operatorul (2.1) se scrie sub urmatoarea forma
A=al+ bV +cS+dVs (2.2)
Lema 2.1. Fie I inchis, simplu de tip Lyapunov. Atunci operatorul VSV + S este compact in spatiul
L,(T, p).
Demonstratie. Notam prin [, cercul unitate, (I; = {t |t| = 1}), si prin S, operatorul integral singular cu
nucleu Cauchy pe I,

1
So®)(®) = 7 Jr, $2d, z € Ty,

Atunci

((VSoV +50)90) (@) = == [, 20 dé + [ £2d¢ =~ [, L8 de.
Asadar, daca I este cercul unitate, atuinci operatorul VS,V + S este compact in Ly, (I, pg), unde
po(z) = 1711z — 2Pk, 2z € Iy, 2 # zj ,daca k # J.
Fie acum I' conturul din enuntul teoremei. Atunci, exista o aplicatie v: I, = I', care poseda derivata v'(z),
diferita de zero, si verifica conditiile lui Holder pe [. Formadm operatorul

M:Lp(r,p) - Lp(l—‘O)pO) (Zk = v_l(tk)) ’
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inversabil si care actioneaza conform urmatoarei reguli: (M) () = @(v(§)). Atunci
_ 1 V(&) 1
MSM™ =599 = - |t — 7] S . (2.3)
Asa cum functia v'(z) este diferita de zero si verifica conditiile lui Holder pe I, atunci operatorul integral
K = MSM~* — S, definit de egalitatea (2.3), cu nucleul
v'(©) 1
k&2 =Tonm =
este compact in spatiul L, (I, p). Prin urmare, operatorul MSM ~1 — 5, definit de egalitatea (2.3), este compact
in L, (I, p). Deoarece operatorii V si M comutd, atunci sunt adevarate urmatoarele egalititi:
MVSV + S)YM™1 — VS,V — Sy = VMSM™1V + MSM™ = VS,V — S, =
V(MSM™1 — S))V + MSM™' — S, = VKV + K. (2.4)
Din ultima egalitate, tinand cont si de faptul ci oparatorul VS,V =1 +S, este compact, rezultd ci si
VSV + S este compact in spatiul L, (I, p). Lema este demonstrata.
Aplicand lema 2.1, operatorul (2.1) poate fi scris sub forma
A=al+cS+ (bl —dS)V + K, (2.1)

unde K este un operator compact.
Teorema 2.1. Fie a(t), b(t),c(t),d(t) € C(I') . Ecuatia integrald (2.1) este normal rezolvabili in L, (I, p)
daca si numai daca este verificata conditia:
A(®) = (a®) + c(®)(a®) —c@®) — (b@®) —d(®))(b®) +d()) #0,t €T. (2.5)
Daca aceasta conditie este verificatd, atunci ecuatia (2.1) este noetheriand si indicile ei se calculeaza din
formula
IndA = —indA(t). (2.6)

Demonstratie. Operatorului A = al + ¢S + (bl — dS)V + K 1ii asociem operatorul 4y, definit de egalita-
tea (1.2), in care V este operatorul de conjugare complexd, (V) (t) = @(t), V2 = I. In acest caz, tinand cont

de afirmatiile lemei 2.1, operatorul respectiv A, definit de egalitatea (1.3), are forma

Ay =|f g|’+|gc —d s @7

—C

Pentru a putea aplica rationamentele care au fost folosite la demonstratia teoremei 1.3 din paragraful pre-
cedent, observim ca conditiile 1)-3) din acest paragraf, relativ la operatorul A, pot fi inlocuite cu urmitoarele
conditii:

1%) coincide cu 1) in care rolul lui V il joaca operatorul (Vo) (t) = ¢(t);

2Y) functia h(t) = i nu se anuleaza pe I';

3Y) pentru operatorii X = al + bS, Y =cl +dSsi H = hl are loc egalitatea

X—=YV)H=HX+YV)+K,

unde K este un operator compact.

In aceste conditii are loc teorema 1.3 in care operatorul Ay, trebuie inlocuit cu operatorul (2.7). Mai ramane
sd scriem conditiile cunoscute, necesare si suficiente, in care operatorul (2.7) este noetherian. Usor se arata
ca aceste conditii coincid cu conditiile (2.5). Teorema este demonstrata.

3. Echivalenta algebrelor Y.(I', p) si Y.(I")
Fie CP(I") — multimea tuturor functiilor continue pe portiuni pe conturul I'. Notam prin (T, p) (X(T, 1))
algebra generatd de operatorii integrali singulari de forma

AP = a(®) + =2 [, L dr

Tt
cu coeficienti din CP(I") in spatiul L, (I, p) (L,(I',1) = L, (I")). Operatorul A este comod si-l scriem sub
altd forma. Pentru aceasta introducem proiectorii lui Riesz, P = %(I +S5) si Q= %(1 — ), cu proprietatile
P+Q=1 P—Q=S,siPQ = QP = 0. Atunci operatorul A are forma
A =cP+dQ, undec(t) = a(t) + b(t)sid(t) = a(t) — b(t).
Teorema 3.1. Algebrele (T, p) si Y.(I") sunt echivalente.
Pentru a demonstra aceastd teorema vom avea nevoie de urmatoarea lema.
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Lema 3.1. Notam cu 2 multimea functiilor de forma h(t) = [[}_,(t — t;)®k, unde &, sunt numere reale.
Operatorii h(t)Sh™(t)! sunt marginifi in L, (I, p) si apartin algebrei 3, T, p) daca si numai dacd nume-
rele &, verifica conditiile

—1“;f’k<5k<1—”fk (k=1,2,...,n) . (3.1)

Demonstratie. Se aratd usor cd operatorul h(t)Sh™1(t)] este marginit in L,(I', p) dacd si numai dacd
operatorul S este marginit in spatiul L,,(I", p1), unde

p1(®) = [ROPp(®) = [Tyt — 6P,

In baza conditiilor (3.1), avem

Atunci continuitatea operatorului S in spatiul L, (I', p;) rezulta din teorema lui B.Hvedelidze [6] despre conti-
nuitatea operatorului cu nucleu Cauchy in spatii cu ponderi. Mai rimane si aritim ca operatorul h(t)Sh™1(t)I
apartine algebrei Y (I', p). Notam prin f; (t) functia f,, (t) = t =k, continua” in orice punct de pe conturul I" cu
exceptia, posibil, in punctul t;, iar prin f(t) notam functia f(t) = [[r=; fx (t)- Prin calcule directe se verifica
urmadtoarea egalitate:

[ROPROFEN U +QI PP+ Q) @ =(PfP+Q) [ROPROFE)T+Qlo =9

valabila pentru orice functie ¢, care verifici conditiile lui Holder pe conturul I'. Asa cum operatorul h(t)Sh™1(t)I
este marginit in spatiul L, (I', p), atunci

ROP(R@OF®) T+Q = (PfP+Q) L (3.2)
De aici rezultd cd hPh™1 = (PfP + Q) 1fI. Din acesti egalitate rezultd ci operatorul PhPh~1[ apartine
algebrei Y.(T, p). Lema este demonstrata.

Demonstratia teoremei 3.1. Considerdm operatorul

Wp)® =p POP®. |

Avem ||M(p||Lp(p) = ||(p||Lp(p'p) , deci M in mod isometric aplica spatiul L,(I", p) pe L,(I"). Evident,
MaM~1 = al pentru orice functie a € PC(I") si mai rimane de demonstrat cd operatorul MSM ™1 apartine
algebrei Y(I"). Dupi un sir de rationamente si calcule (la detalii nu ne vom opri) se arati ci operatorul MSM~1
poate fi reprezentat sub forma

MSM™ = v(®) [TH(t — t)Pe/P STt — 1) AP v (D)1,
unde v(t) este o functie continua si diferita de zero (cu exceptia punctelor t;) pe conturul T'. Numerele a; =
B k/p satisfac conditiile
-y <ap <11/ (3.3)

Prin urmare, operatorul [T2(t — t;)Px/P STI?(t — t,)~Px/PI verifica conditiile lemei 3.1, din care rezulti
ca el apartine algebrei }'(I") . Cu aceasta teorema este demonstrata.

Corolarul 3.1. Orice algebre Y.(I', p1) si Y.(I', p;) sunt echivalente.

Observatia 1. Din rezultatele lucrarii mentionate a lui B.Hvedelidze se poate demonstra ca conditiile (3.1)
sunt nu doar suficiente, dar si necesare, in care operatorii [[2(t — t;)Px/P STt — t;)~Px/PI apartin
algebrei }:(I) .

Observatia 2. Teorema 3.1 reduce studiul ecuatiilor integrale singulare in spatiile cu ponderi la probleme
similare, insa in spatii fird ponderi. In particular, definirea simbolului operatorilor in spatii cu ponderi se
reduce la simbolul operatorilor respectivi in spatii fara ponderi, avand si o foma mai simpla. De exemplu, se
poate arita ci simbolul H(t,u) al operatorului H = h(t)Sh™(t)I dinlema 2.1 se defineste prin egalitatea

H(tw = || 3 ”“’_“1” , (3.4)

* 2 - -
In aceastd lucrare se presupune ca 0 € G*.
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unde

4v(ty, ) 19
V(e COSMONEXPWMIOR) sy L k=1,2,...m)
u(t, ) =19 2l(ty, w)cos(mdy)exp(midy) + 1 )

0, daca terl\t, (k=12,...,n)
ot _{ n—2n(1+pB)/p, dacda t=t, (k=12,...,n)
Ok m—2m/p, daca terl\t, (k=1,2,...,n)"’
sinfu - exp(iBu)
daca 0+0
I(t,p) = sinf - exp(i0) ' aca >0
u, daca 6=0

si v(t,u) este o ramura fixatd a radacinii /1(t, u)(1 — (¢, w)).
Amintim ca simbolul a(t, 1) al operatorului a(t) I, a(t) € CP(I') se defineste [1] in felul urmator:
At ) = I(t,Wa(t +0) + (1 —1(t, w)a(t) v(t,w(a(t+0) —a(t)) . 35)
v(t, w)(at +0) — a(®)) 1(t, Wa(®) + (1 —U(t, w)a(t + 0)
iar simbolul operatorului S are forma

1 0
sew =y
4. Echivalenta algebrelor Yz (y, V) si Z;_l(yo). Criterii noetheriene
2

Fie L, p algebra tuturor operatorilor liniari i marginiti care actioneaza in spatiul Ly (y, |t]#), unde y =
[-1,1] si f este un numdr real din intervalul (—1,p — 1). Prin ¥ 5(y, V) notdim subalgebra minimala a
algebrei L, g care contine operatori de forma

A=al +bS+ (cI +4dS)V, (4.1)
unde coeficientii a, b, ¢, d sunt functii din PC(y), operatorul de translatic V este definit de egalitatea
(V) (t) = p(—t) si S este operatorul integral singular pe segmentul [—1,1]. Scopul acestui paragraf consta
in a demonstra urmatoarea teorema.

Teorema 4.1. Algebra Y,z (v, V) este echivalenta cu algebra z;_l(yo), unde Z;_l(yo) (vo = [0,1]) este
algebra generata de operatorii integrali singulari (fara translatii) cu2 coeficienti matrzice de functii de ordinul
doi.

Demonstratia acestei teoreme foloseste urmatoarea lema.

Lema 4.1. Fie numerele p si 8 verificia conditiile 1<p < +oo, 2(1+ ) < p. Atunci operatorul

_ VYt 1_o®@
Rp)(®) =5 J eopdr O<ts1) (4.2)

1
apartine algebrei ¥.(vy, |t|ﬂ “2) si simbolul sdu are forma
t, 0
Rew =||7EP | osus,

0 -1
unde
Qw(u) — 1)_1 pentrut =0 sin@u-exp(ifu) _ 2n(1+B) <
ritw) =41 pentru0 <t <1, w(y)= { sin6-exp(i0) (0=n- P ) daca o = 0,
20(u) —1 pentrut=1 78 ,daca§ =0
Demonstratie. Consideram operatorul
B =al + Sbl,

unde a(t) = sin%t si b(t) =icos %t In baza definitiei simbolului (a se vedea [1]) obtinem ci determinantul
simbolului are forma
1lpentru 0<t<1
detB(t, 1) = {Zw(y) -1 pentrut=0
Asa cum 2(1 + ) < p, atunci m — 2n(1 + ) /p # 0, de unde rezulta ca 2w(u) — 1 # 0. Astfel, opera-
torul B este noetherian in spatiul L, (yo, |t]#) si indicele lui este egal cu zero. Atunci (a se vedea [1]) B este

inversabil. Pentru determinarea inversulului operatorului B ne vom folosi de formula (98.11) din monografia
[11]. Din aceasta formula rezulta ca

B l=al-7Z71ShzZ, (4.3)
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unde Z = g(t)\/_l in plus, in [11] se arata ca functile g(t) si 1/g(t) sunt continue pe [0,1]. Asa cum B €
Yo 1t1P 2) rezultd cd B! € ¥ (v, |t]F™ 2) In baza egalititii B~ = al + g~*Rbgl deducem ci ope-

ratorul Ry = Rbgl apartine algebrei € ¥ (y,, |t|ﬁ 2)
Consideram operatorul R, = Rc(t)I, unde c(t) = v/t. Deoarece operatorul R, — Scl = cS — Scl este

1 1 1
compact in Ly (Yo, |¢|? “2), atunci R, € Y.(¥o, |e|P “2). Asadar, B(b + c) € Ly, (¥o, el “2) si deoarece functia

1
b(t) + c(t) nu se anuleazd pe segmenul [0,1], atunci B € ¥ (v,, |t|3_5). Fie S(t,w) si C(t, u) simbolurile
operatorilor S si C = c(t)I. Din faptul ca operatorul (R — S)cl este compact, atunci

(R(t, 1) =S, w)HC(t, ) = 0. (4.4)
Evident,
N
cew=|lo vt

si, prin urmare, din egalitatea (4.4) rezulta ca pentru orice t = 0 are loc egalitatea R(t,u) = S(t,u). Din
egalitatea (al + bS)(al — g~*Rbgl) = I rezultd ci produsul S(0,u) - R(0, i) este matricea unitate si, prin
urmare, R(0,u) = S~1(0,u). Asadar,

S(t,u) pentrut #0
R = |

S71(0,u) pentrut =0,
Lema este demonstrata.
Demonstratia teoremei 4.1. Operatorul M,, definit prin relatia
M19)(®) = (), (1)) (0=t <1),
este inversabil si actioneaza din spatiul Ly (y, |t]#) in spatiul Lf,(yo, t|# ) Atunci, pentru orice operator
X € Ly, g operatorul M; XM poate fi exprimat printr-o matrice de operatori
X X
M XM—l — 11 12
o X21 X
cu elementele X.; € L(L,(yo,1t1?)). Vom determina M;AM;*, unde A este operatorul (4.1).
Consideram ecuatia Agp = w. In aceastd ecuatie inegralele care apar cu limitele —1 si 1 le vom scrie ca
suma de integrale cu limitele —1 si 0 si integrale cu limitele 0 si 1. Dupa aceea, in integralele obtinute cu
limitele —1 si 0 facem schimbul de variabild T - —7. Obtinem

a®O9®) +b®) =1 L2dr + c)p(-t) +d®) = [ E2dr = w(®) (-1st<1)=

a(p(t) + b(t) — fo ‘”(’)d +b(t)— fl‘”(’)d +
c®p(-t) +d®) = [ L dr +d(t) f“"( 2y —w(t) (-1<t<1) >

( a(O¢(®) = b(0) = [ L2 dr + b(t) = [ L2 dr +
c(Bp(—t) — d(t) = f“"“)d + d“)fl“’( T)d =w®) (0<t<1) .s
a(—t)go(—t)—b(—t)—flmd +b(—t)if1Mdr+ (*9)
(Do) —d(-) = [} E2ar + L LD gr = (1) (0t <1)
Din sistemul (4.5) deducem ca operatorul M1AM1 are forma
M AMY = fI + gSy + hM,, (4.6)
unde
| a®)  c(t) _ b(t) d(t) d(t) —b(t)
O =[5 acol 90 =]-a s Soe-ol =[5 aco |
Sop) == Jo X4z 5i (Mog) = 01 Ogr (0<t<1).
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1
Consideram operatorul (M,¢@)(t) = ¢@(tz). Evident, operatorul M, este liniar si marginit si inversabil,
1 1
care actioneazi din spatiul L2 (yo, |¢|¥) in spatiul L2 (yo, eI _5). Se aratd usor ci MyaM; ! = a(t2)],
M,SoMzt =2 (So +R) si MMMzt =2 (S, —R),
1 A .
unde operatorul R este definit in spatiul Lf, (yo, |t|B ‘E) prin relatia (4.2). In virtutea lemei 4.1, operatorul R
apartine algebrei 212;_1(]’0)- Deci, are loc incluziunea
2

M3y, VIM™ € 5 1 (vo),
2
unde M = M, M,, iar asa cum operatorul M este inversabil, in aceasta incluziune are loc egalitatea:
MZp(y, V)M~ = Z;_g(yo)- (4.7)
2

Cu aceasta teorema este demonstrata.
Fie X un operator din algebra ¥z(y,V). Notam prin Xp(t,u) (0 < t,u < 1) simbolul operatorului

MXM™1e z;_l (Yo)- Convenim ca matricea de functii Xg(t,u) (0 < ¢t,u < 1) de ordinul 4 si fie numita
2

simbolul operatorului X. Din definitia simbolului [1] si din lema 4.1, in particular, rezulltd ca simbolul opera-
torului (4.1) 1n intervalul 0 < t < 1 se defineste de egalitatea

Ag(2 ) = H wEx(t+0) + (1 -w@)x(®) A +0) - y(@)
ek R (x(t +0) = x(®)  w@x(t+0) + (1 — w))x(t)

_ a(t) + b(t) c(t)+d(t) _ a(t) —b(t) c(t)—d(t)
x(t) = ”c(—t) —d(-t) a(=t) —b(~-t) ” y(®) = ”c(—t) +d(-t) a(—t) + b(~t) ”

)’

unde

functia w (u) este definita la lema 4.1, iar h(u) este o ramura fixata a radacinii \/ oW —-ww).
Pentrut = 1 avem

unde Ap(Li) = ” Z(gu) no(u) ”
(W) = ” “f(lll) Cc(ll()_l)” t QoW -1 ” —bd((lzn d—(llg(—l)”’
_ a(1l) —b(1) c(1)—d()
= 4O, SPIE)
Pentru t = 0 avem .
unde son=| 0" sl
T I B R U B
m —g(o;jd(((;r) ) (fb?(S —(c;r(o))”’
a(+0) = b(+0)  c(+0) — d(+0)
Q) = “ c(0) + d(0) a(0) + d(0) ”

Simbolul Xz (t, 1) al operatoirului X € ¥5(y,V) il vom scrie sub forma ||xjk (¢, y)”jk:l, unde x; (¢, u)
sunt matrice de functii de ordinul 2. In baza proprietatilor simbolului din algrbra Z;_l (Yo) (a se vedea [1]) si
2

din rationamentele prezentate mai sus rezultd urmatoarea teorema.
Teorema 4.2. Pentru ca operatorul A € ¥5(y,V) sa fie normal rezolvabil in spafiul Lp(y, |t|ﬁ), este

necesar si suficient sd fie indeplinita urmdtoarea conditie:
detAp(t, ) #0(0<t<1,0<u<1).
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Daca aceasta conditie este verificatd, atunci operatorul A este noetherian si indicele lui se calculeaza din
formula

IndA = — %{argdetA,; (t,u)/detay,(t,0)ay,(t, 1)}05t51.
O=su<1

Concluzii

In lucrare, notiunea de echivalentd pentru algebrele Banach a fost efectiv aplicati la determinarea conditiilor
noetheriene pentru algebrele generate de operatorii integrali singulari cu translatii de tip Carleman. Conditiile
noetheriene, precum si indicele operatorului, se exprima prin determinantul unei matrice de functii, numita
simbolul operatorului. Un rol important in stabilirea teoremelor principale din aceasta lucrare au avut rezultatele
cercetarilor efectuate de catre matematicienii I.Gohberg si N.Krupnik si publicate in ([1-5, 7]).

Metodele utilizate si rezultatele prezentate in aceasta lucrare pot fi folosite in studiul ulterior al operatori-
lor singulari in vederea largirii clasei de contururi de integrare, a spatiilor de cercetare si a coeficientilor ope-
ratorilor.
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